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Définition : 

Soit B un ensemble contenant au moins deux éléments notés 0B et 1B muni de trois opérations : 

- une opération binaire appelée somme, notée « + » 
- une opération binaire appelée produit, notée « . » 
- une opération unaire appelée complémentaire, notée « [image: image1.png]


» 


On note donc (B , + , . , [image: image2.png]


). Il s’agit d’une algèbre de Boole si elle vérifie les 5 axiomes suivant : 

1. Commutativité : 

b + a = a + b 
b . a = a . b 

2. Associativité : 

( a + b ) + c = a + ( b + c ) = a + b + c 
( a . b ) . c = a . ( b . c ) = a . b . c 

3. 0B est l’élément neutre pour + 
1B est l’élément neutre pour . 

donc : 

a + 0B = a 
a . 1B = a 

4. Distributivité : 

a . (b + c) = ( a . b ) + ( a . c ) 
a + (b . c) = ( a + b ) . ( a + c ) 

5. et enfin, le complémentaire [image: image3.png]


d’un élément a vérifie : 

a + [image: image4.png]


= 1B 
a . [image: image5.png]


= 0B 
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Principe de dualité :

Dans une algèbre de Boole, tout resultat se présente sous deux formes duales. 
Soit P un résultat, son dual P* s’obtient en permutant systématiquement : 

- les symboles « + » et « . » 
- les symboles 0 et 1. 

Si un résultat P est vrai dans une algèbre de Boole, il en est de même pour son dual. 

Par exemple : 

Soit P le résultat suivant : 

[image: image6.png]


a [image: image7.png]


B , a + a = a , qui est la règle d’idempotence 


son dual P* est donc : 

[image: image8.png]


a [image: image9.png]


B , a . a = a 
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Quelques théorèmes :

1. [image: image10.png]


est l’unique élément de B vérifiant a + [image: image11.png]


= 1B et a . [image: image12.png]


= 0B 

2. Idempotence : 

a + a = a et a . a = a 

3. [image: image13.png]


B = 1B 
et [image: image14.png]


B = 0B 

4. a + 1B = 1B 
et par dualité : a . 0B = 0B 

5. [image: image15.png]


= a 

6. Absorption : 

a + ( a . b ) = a 
a . ( a + b ) = a 

7. Redondance : 

ax + [image: image16.png]


y = ax + [image: image17.png]


y + xy 

8. Lois de Morgan : 

[image: image18.png]


= [image: image19.png]


. [image: image20.png]


( [image: image21.png]


) = [image: image22.png]


+ [image: image23.png]
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Preuves :

Nous allons vérifier que ces théorèmes découlent bien des axiomes de structure d’une algèbre de Boole. 

1. Théorème 1: 
D’aprés l’axiome 5, pour tout a [image: image24.png]


B, son complémentaire vérifie a + [image: image25.png]


= 0. 
Il reste à vérifier que [image: image26.png]


est l’unique élément de B vérifiant ces 2 relations. 
Supposons donc qu’il existe un autre élément a’ de B tel que: 

a + a’ = 1 et a . a’ = 0 


Comme a + a’ = 1, il vient : [image: image27.png]


. ( a + a’ ) = [image: image28.png]


. 1 
Soit : [image: image29.png]


. a + [image: image30.png]


. a’ = [image: image31.png]


( axiomes 3 et 4 ) 
d’où : 0 + [image: image32.png]


. a’ = [image: image33.png]


( axiome 5 ) 
et : [image: image34.png]


. a’ = [image: image35.png]


( axiome 3 ) 

D’autre part de a + [image: image36.png]


= 1 , il vient : ( a + [image: image37.png]


) . a’ = 1 . a’ 
Soit : a . a’ + [image: image38.png]


. a’ = a’ ( axiomes 3 et 4 ) 
d’où : 0.[image: image39.png]


 . a’ = a’ 
et : [image: image40.png]


. a’ = a’ ( axiome 3 ) 

On a donc : [image: image41.png]


= [image: image42.png]


. a’ = a’ , d’où l’unicité de [image: image43.png]


. 


2. Théorème 2 : 
Montrons que [image: image44.png]


a [image: image45.png]


B a + a = a. 

Soit: a = 0 + a 

=( a . [image: image46.png]


) + a ( axiomes 3 et 5 ) 
= ( a + a ) . ( [image: image47.png]


+ a ) ( axiome 4 ) 
= ( a + a ) . 1 ( axiome 5 ) 
= a + a ( axiome 3 ) 


D’où a = a + a et par dualité a = a . a 


3. Théorème 3 : 
D’aprés l’ axiome 3 , 0 + 1 = 1 et 0 . 1 = 0 
Il découle alors du théorème 1 que 1 est le complémentaire unique de 0, soit: 1 = [image: image48.png]





4. Théorème 4 : 
Montrons que [image: image49.png]


a [image: image50.png]


B a + 1 = 1. 

a + 1 = a + ( a + [image: image51.png]


) ( axiome 5 ) 

= ( a + a ) + [image: image52.png]


( axiome 2 ) 
= a + [image: image53.png]


( théorème 2 ) 
= 1 

5. Théorème 5 : 
Montrons que [image: image54.png]


a [image: image55.png]


B [image: image56.png]


= a. 
Soit a [image: image57.png]


B, son complémentaire [image: image58.png]


vérifie a + [image: image59.png]


= 1 et a . [image: image60.png]


= 0. 
Par commutativité de " + " et de " . ", il vient : [image: image61.png]


+ a = 1 et [image: image62.png]


. a = 0 , a est donc bien le complémentaire de [image: image63.png]


. 
Par ailleurs, [image: image64.png]


admet pour complémentaire [image: image65.png]


et en vertu de l’unicité du complémentaire, on a : 

[image: image66.png]


= a 

6. Théorème 6 : 
Montrons que [image: image67.png]


a, x [image: image68.png]


B a + a . x = a. 
a +a.x = a . 1 + a . x ( axiome 3 ) 

= a . ( 1 + x ) ( axiome 4 ) 
= a . 1 ( théorème 4 ) 
= a ( axiome 3 ) 

7. Théorème 7 : 
Montrons que [image: image69.png]


a, x [image: image70.png]


B : 

a . x + [image: image71.png]


. y = a . x + [image: image72.png]


. y + x . y 


a . x + [image: image73.png]


. y = a . x + [image: image74.png]


. y + a . x . y + [image: image75.png]


. x . y ( théorème 6 ) 

= a . x + [image: image76.png]


. y + x . y . ( a + [image: image77.png]


) ( axiome 4 ) 
= a . x + [image: image78.png]


. y + x . y . 1 ( axiome 5 ) 
= a . x + [image: image79.png]


. y + x . y ( axiome 3 ) 

8. Théorème 8 : 
Montrons que [image: image80.png]


a, b [image: image81.png]


B [image: image82.png]


= [image: image83.png]


. [image: image84.png]



D’une part : 
([image: image85.png]


 . [image: image86.png]


)(a + b)= [image: image87.png]
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a + [image: image89.png]
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b 

=( [image: image91.png]


a )[image: image92.png]


 + [image: image93.png]


( [image: image94.png]


b ) 
= 0 . [image: image95.png]


+ [image: image96.png]


. 0 
= 0 + 0 
= 0 


D’autre par: [image: image97.png]



[image: image98.png]
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+ a + b =[image: image100.png]


 [image: image101.png]


+ a + [image: image102.png]


+ b ( redondance sur a ) 

= ( [image: image103.png]
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+ a ) + 1 
=1 


Il s’ensuit que [image: image105.png]


. [image: image106.png]


est le complémentaire de a + b, soit: 

[image: image107.png]


= [image: image108.png]


. [image: image109.png]




et par dualité : 

[image: image110.png]


= [image: image111.png]


+ [image: image112.png]
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Règles sur les égalités :

0. Soit a = b : 
alors a + c = b + c 
et ac = bc 

Remarque : Il n’existe pas de réciproque à ces règles. 

1. Soit a + c = b + c et ac = bc 
alors a = b 

2. Soit a = b et c = d 
alors a + c = b + d et ac = bd 

3. Si a = b, alors [image: image113.png]


= [image: image114.png]



4. Si a . b = 1, 
alors a = 1 et b = 1 

De même, si a + b = 0, 
alors a = 0 et b = 0 

Remarques : 

a . b = 0 n’équivaut pas à a = 0 et b = 0. 
De même, a + b = 1 n’équivaut pas à a = 1 ou b = 1. 
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Fonctions Booléennes :

Définition : 

Soit B une algèbre de Boole, une fonction booléenne de n variables booléennes est une combinaison de ces variables au moyen des opérations « + » ; « . » ; « [image: image115.png]


» 

Exemple : 
f (a,b,c) = [image: image116.png]


+ bc + [image: image117.png]


est une fonction booléenne. 


Définition d’un minterme : 

Un minterme de n variables est un produit de ces n variables ou de leurs complémentaires. 

Exemple : 
Soit 4 variables a, b, c et d, alors (ab[image: image118.png]


d) est un minterme. 
Contrairement à ab[image: image119.png]


 qui n’est pas un minterme puisqu’il ne contient pas les 4 variables. 


Définition d’un maxterme : 

Un maxterme de n variables est une somme de ces n variables ou de leurs complémentaires. 
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Quelques théorèmes:

5. Toute fonction booléenne à n variables s’écrit de manière unique comme une somme de mintermes. C’est ce qu’on appelle la forme canonique disjonctive. 

6. Toute fonction booléenne à n variables s’écrit de manière unique comme un produit de maxtermes. C’est ce qu’on appelle la forme canonique conjonctive. 
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Numérotation des mintermes et des maxtermes :

Soit 3 variables a, b et c : 

	mintermes
	maxtermes
	numérotation binaire
	numérotation décimale

	[image: image120.png]
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	[image: image123.png]


+ [image: image124.png]


+ [image: image125.png]



	0 0 0
	0

	[image: image126.png]
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c
	[image: image128.png]


+ [image: image129.png]


+ c
	0 0 1
	1

	[image: image130.png]


b [image: image131.png]



	[image: image132.png]


+ b + [image: image133.png]



	0 1 0
	2

	[image: image134.png]


b c
	[image: image135.png]


+ b + c
	0 1 1
	3

	a [image: image136.png]
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	a + [image: image138.png]


+ [image: image139.png]



	1 0 0
	4

	a [image: image140.png]


c
	a + [image: image141.png]


+ c
	1 0 1
	5

	a b [image: image142.png]



	a + b + [image: image143.png]



	1 1 0
	6

	a b c
	a + b + c
	1 1 1
	7
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Propriétés des mintermes et des maxtermes :

Soit n variables booléennes a1, a2, ... , an : 

7. [image: image144.png]


1 [image: image145.png]


2 a3 ... an est un minterme 
Il existe 2n mintermes notés m0, m1, ... , m2n-1 

a1 + [image: image146.png]


2 + a3 + ... + an est un maxterme 
Il existe 2n maxtermes notés M0, M1, ... , M2n-1 

8. m0 + m1 + ... + m2n-1 = 1 
La somme de tous les mintermes vaut 1. 

De même, le produit de tous les maxtermes vaut 0 : 
M0 . M1 . ... . M2n-1 = 0 

9. Le produit de 2 mintermes distincts est nul. 

Exemple pour n = 2 : 
m0 . m1 = m0 . m2 = m0 . m3 = m1 . m3 = m1 . m2 = m2 . m3 = 0 

De même la somme de 2 maxtermes distincts est égale à 1. 

10. Deux sommes de mintermes sont égales si et seulement si les mintermes qui ne sont pas communs aux 2 sommes sont nuls. 

De même 2 produits de maxtermes sont égaux si et seulement si les maxtermes qui ne sont pas communs aux 2 produits valent 1. 

Exemple : 

Pour i, j et k différents : 
Si mi . mj + mj . mj = mi . mj + mk . mj, 
alors mj . mj et mk . mj sont nuls, c’est à dire mj = 0 et mk = 0. 

11. Toute fonction booléenne s’écrit de manière unique comme somme de mintermes tous distincts. La fonction 0 est la somme de 0 mintermes. 

Exemple pour n = 3: 

f(a,b,c) = ( [image: image147.png]a+bh 4o



) + [image: image148.png]


b 
f(a,b,c) = [image: image149.png]


b c + [image: image150.png]


b ([image: image151.png]


 + c) 
f(a,b,c) = [image: image152.png]


b c + [image: image153.png]


b [image: image154.png]


+ [image: image155.png]


b c 

Or [image: image156.png]


b c + [image: image157.png]


b c = [image: image158.png]


b c, on obtient donc : 
f(a,b,c) = [image: image159.png]


b c + [image: image160.png]


b [image: image161.png]




Il s’agit de la forme canonique disjonctive. 

De même, toute fonction booléenne s’écrit de manière unique comme produit de maxtermes tous distincts. 
La fonction 1 est le produit de 0 maxtermes. 
Il s’agit de la forme canonique conjonctive. 
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Formes canoniques des fonctions booléennes :

Soit f une fonction booléenne écrite sous sa forme canonique disjonctive, alors [image: image162.png]


est la somme des mintermes qui n’apparaissent pas dans l’expression de f. 
En effet, [image: image163.png]


est caractérisée par f + [image: image164.png]


= 1 et f . [image: image165.png]


= 0 

Exemple : 

f(a,b,c) = [image: image166.png]
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+ a [image: image169.png]
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+ [image: image171.png]


b [image: image172.png]


+ [image: image173.png]
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c + [image: image175.png]


b c 
f(a,b,c) = a b c + a [image: image176.png]


c + a b [image: image177.png]




De même, le complémentaire [image: image178.png]


d’une fonction f est le produit des maxtermes qui n’apparaissent pas dans l’expression de f. 

